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摘要    颗粒物质类固-液相态间的转化现象广泛存在于工程地质、自然环境和工业生产等诸多领域, 其力学

特性在相态转化过程中会发生很大的变化, 是目前颗粒物质力学研究的热点和难点. 通过对颗粒物质类固-液

转化过程中基本力学行为的研究, 可建立表征颗粒物质类固-液转化的相变图, 揭示类固-液转化的内在机理. 

颗粒物质的类固-液转化过程可大体分为两种, 即阻塞与流动状态的转化, 以及在流动过程中类固态与类液态

力学行为的转化. 本文以周期边界条件下的多分散颗粒系统为研究对象, 采用离散单元方法数值模拟了单剪

流动过程; 分析了在不同体积分数和剪切速率下颗粒系统的平均应力、配位数、净接触时间数、有效摩擦系

数、惯性指数和广义 Savage 数等宏观参数的分布规律; 讨论了类固-液转化的内在机理, 建立了一个以孔隙

率、无量纲剪切应力和无量纲剪切速率为基本变量的相变图. 该相变图不仅能够表征出颗粒物质由阻塞向流

动状态的转变, 同时也能够描述颗粒物质在剪切流动中发生类固-液转化的演化规律. 

关键词    颗粒物质, 类固-液转化, 剪切流动, 相变图 

PACS:      45.70.Mg, 47.57.Gc, 83.80.Fg 
 

 
 

1  前言 

颗粒物质是由大量离散固体颗粒组成的复杂体

系, 可在外界激励下表现出类似于固体或液体的力

学特性, 并在一定条件下发生相互转化[1~4]. 颗粒物

质不仅在阻塞(Jamming)和流动(Unjamming)状态间 

具有明显的由静态向流动转化的固-液相变现象[5~7], 

而且在剪切流动过程中也会因体积分数或剪切速率

的变化而在宏观上表现出类似固体或液体的力学行

为[8~11]. 许多自然现象(雪崩、滑坡、泥石流等)和工

业过程(流态化、矿石储运等)都与之有关. 例如, 工

程地质灾害中, 山体滑坡的发生就是一个典型的颗
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粒物质由静态向流动状态, 即由阻塞向流动转化的

演化过程; 在滑坡发展过程中, 不同高程处山体碎石

的快速、慢速和准静态运动则是颗粒物质在不同流动

状态中表现出的类固态或类液态的力学行为. 虽然

颗粒物质的类固-液转化现象早在 19世纪末就引起了

人们的关注[12], 但对其进行系统的研究则是从 20 世

纪 90 年代初开始的[13~15]. 在国内研究中, 王光谦等

人[16]较早进行了颗粒物质类固-液转化特性及相应本

构模型的研究; 近几年, Hou 等人[17]通过斜面流动试

验研究了颗粒密集流和稀疏流的转化规律; Jiang 等

人[18]基于流体动力学方法建立了颗粒固体的本构模

型. 目前, 在颗粒物质剪切流动的类固-液转化研究

中, 相变的发生条件和判别依据, 以及不同相态下颗

粒系统的宏观物理力学特性和本构模型仍是颗粒物

质研究的一个核心问题.  

颗粒物质在细观尺度(即颗粒尺度)下的材料特

性、组构特征和运动规律是导致其宏观类固-液转化

的内在因素. 在不同流动相态下, 颗粒物质的平均应

力与剪切速率的对应关系与其细观尺度下颗粒间力

链的持续时间、空间长度和作用强度等因素密切相     

关[19~23]. 在类液态下, 颗粒分布相对稀疏, 有足够大

的空间满足颗粒自由漂移而不易形成颗粒群, 此时

配位数较低, 碰撞接触以瞬时二体碰撞为主, 颗粒间

的随机碰撞导致有效摩擦系数较大, 系统的平均应

力与剪切速率的平方成正比而与颗粒刚度无关; 在

类固态下, 颗粒的体积分数较高, 颗粒紧密接触从而

形成相对稳定的力链, 此时配位数较高, 接触持续时

间较长, 颗粒间因相对滚动而使有效摩擦系数较低, 

系统的平均应力与颗粒刚度成正比而与剪切速率无

关[8,13,16,19,23]. 此外, 有效摩擦系数和惯性数的密切关

系亦可作为判别颗粒系统类固-液转化的依据 [24~27]. 

因此, 采用剪切速率指数、配位数、接触持续时间, 以

及有效摩擦系数和惯性数等参数, 可从不同角度对

颗粒系统宏观力学行为进行描述, 从而全面地揭示

其发生类固-液转化的规律.  

类似于胶体和玻璃等无序材料的阻塞-流动相变, 

颗粒物质在静态与流动间的类固-液转化主要取决于

体积分数、剪切应力和颗粒温度T等三个因素[27~31]. 

近年来, 以 Liu 等人 [5]的研究为代表, 颗粒体系的

1--T 三维相变图相继建立起来[5,6,7,28,29]. 特别是当

T=0 和=0 时, 人们对颗粒系统由阻塞向流动转化的

相变点, 即 J 点, 进行了系统的研究[30~33]. 然而, 对

于 T 和不为零时, 对颗粒系统在流动过程中表现出

来的类固-液转化的定量分析开展的比较少 . 目前, 

Babic 等人[13]、Campbell[19]和 Ji 等人[34]主要建立了以

体积分数和剪切速率为基本参量的二维相变图. 在

颗粒物质的1--T 三维相变图中, 颗粒温度是一个

内禀物理参量, 可描述颗粒体系的随机脉动状态, 却

不能直观地描述自然界和工程实际中颗粒物质的运

动行为. Babic 等人 [13]最早引入无量纲剪切速率 B 

( 3
n ,D K    这里 为剪切速率, 为颗粒密度, D

为粒径, Kn 为颗粒刚度), 合理地描述了颗粒系统在

不同体积分数下的类固-液转化特性; Lu 等人[35]也采

用剪切速率 代替颗粒温度 T, 用压强 P 代替剪应力

建立了颗粒物质发生类固-液转化的三维屈服面 , 

但尚未讨论颗粒物质发生剪切流动后的类固-液转化

现象. 由此可见, 如何合理地建立颗粒物质的类固-

液相态图以全面地描述其在剪切流动中的类固-液转

化特性尚需进一步研究.  

为此, 本文将采用三维离散元方法模拟颗粒系

统的简单剪切流动过程, 研究颗粒物质发生类固-液

转化的条件, 以及在相变过程中配位数、接触时间、 

有效摩擦系数、惯性数等宏观参量的分布特性; 在此

基础上以孔隙率 e、无量纲剪切应力和无量纲剪切

速率B为基本参量, 建立一个既可表征颗粒物质在阻

塞与流动状态间的转化规律, 又可描述颗粒物质在

剪切流动中类固态与类液态力学行为转化的 e--B相

变图 . 通过揭示颗粒物质不同运动状态的转化机  

理, 可有助于深入理解并解决实际工程中的颗粒力

学问题.  

2  颗粒单剪流动的离散元模型 

离散单元方法(Discrete Element Method, DEM)

以颗粒体系内的基本颗粒为研究对象, 在细观尺度

下计算每个颗粒在不同时刻的空间位置和运动状态, 

可方便地描述颗粒体系的非连续特性和非平衡状态, 

并确定相应的宏观物理和力学特性, 是研究颗粒物

质复杂力学问题的有力工具.  

在周期性边界条件下, 简单剪切流动允许主应

力旋转, 比平面压缩或三轴压缩等其他剪切模式更

具有一般性, 是分析颗粒系统类固-液转化特性的重

要途径[12,13,19,24,28,36]. 颗粒系统在 x, y 和 z 方向的尺度
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分别为 a, b 和 c, 在 x 方向上的剪切速率为 V b  , 

而在 y 和 z 方向做随机脉动. 这里 V 为颗粒系统上下

边界的相对流动速度. 当颗粒从任一方向流出边界

时, 同时从其相对边界流入, 以保持颗粒系统质量守

恒. 特别是, 当颗粒沿 y 向从上(或下)边界流出计算

域, 并再次从下(或上)边界流入计算域时, 其在 x 方

向上的速度为-(或+)V/2, 以保持体系中的速度分布

梯度. 为获得单剪颗粒系统在不同体积分数, 特别是

低体积分数下的平衡状态, 一般不考虑重力的影响, 

由此可获得系统在不同体积分数下的类固-液转化过

程 [8,13,15,19]. 对于不同体积分数下的初始状态, 一般

有两种生成方式. 一是将缩小的颗粒先随机放置到

设计的计算域内, 然后再令其缓慢生长到所需粒径; 

二是将颗粒随机或规则地放置于扩大后的计算域内, 

然后通过压缩边界的方式获得所需计算域. 本文分

别对以上两种方法进行了尝试, 最后采用颗粒生成

的方式以快速获得具有良好随机排列效果的初始  

样本.  

本文采用多分散粒径的颗粒系统 (Polydisper-                      

sed), 平均直径 D=0.01 m, 并在[0.9D, 1.1D]区间按均

匀概率分布. 颗粒密度=1.0×103 kg/m3, 平均刚度系

数 Kn=1.0×104 N/m, 体积分数=0.2~0.7, 剪切速率

 =1.0~1.0×104 s1, 颗粒间的摩擦系数= 0.5, 回弹

系数 e=0.7. 颗粒接触模型采用符合 Mohr-Coulomb 

摩擦定律的线性黏弹性接触模型, 可直接定义颗粒

回弹系数和接触时间, 能很好地模拟颗粒物质的剪

切流动[13,19,37~39].  

考虑到粗糙颗粒在随机疏松排列时的体积分数

RLP≈0.55[3,33,40], 选用该体积分数下的计算域 a, b和 c

均为 10D. 该尺寸的计算域可以消除边界的影响, 计

算结果具有良好的统计意义 [8,19,34]. 当取剪切速率

 =1.0×102 s1 时, 该颗粒系统的无量纲平均应力

nij ij D K   随剪切应变的变化情况如图 1 所示. 

这里令剪切应变 ,t    可作为颗粒系统剪切流动时

间的量度. 从图 1 中无量纲应力分量 xx  和 xy  的变

化趋势可以看出, 当颗粒系统进入动态平衡状态后, 

其平均应力在均值处上下波动. 在颗粒系统的动态

平衡状态下, 其它各状态参量也保持相对稳定[41]. 图

2(a)所示是=0.55 时的颗粒分布状态, 颜色代表颗粒

大小; 达到剪切流动平衡状态后, 颗粒在水平方向上

的速度分布如图 2(b)所示, 其中横坐标和纵坐标采用 

 
 

图 1  (网络版彩图) 颗粒系统在单剪流动中无量纲平均应

力的动态平衡过程 
Figure 1  (Color online) Dynamic equilibrium process of dimen-   

sionless stress of the granular system in simple shear. 

 

 
 

图 2  (网络版彩图) 颗粒系统的初始排列以及简单剪切流

动稳定后水平速度的分布 
(a) 多分散颗粒的随机排列; (b) 颗粒系统的水平流动速度分布 

Figure  2  (Color online) Initial packing and horizontal velocity 
distribution of the steady state flow of the granular system. (a) 
Random packing of the polydispersed granular system; (b) horizontal  

velocity distribution of the granular system. 
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无量纲速率 v/V和无量纲高度 y/b. 可以看到, 在

单剪流动状态下, 颗粒系统在水平方向的速度基本

呈线性分布, 并保持一定的脉动速度使颗粒系统具

有相应的颗粒温度.  

采用以上具有周期边界的单剪流动颗粒系统 , 

在不同 和 下进行离散单元计算, 通过对无量纲平

均应力、接触时间数和配位数进行分析, 并在此基础

上确定系统的有效摩擦系数、惯性数、Savage 数和颗

粒温度等, 可较全面地分析颗粒物质类固－液相态

的转化特性. 相关宏观参数的定义和物理意义见附

录 A.  

3  颗粒流动的类固-液相态的宏观特性及转
化过程 

3.1  类固态和类液态的宏观特性 

在颗粒系统的剪切流动中, 力链的作用强度、持

续时间和空间结构是其不同宏观特性的决定因素 , 

可从不同角度反映颗粒系统的类固态或类液态力学

特性. 颗粒系统平均应力反映的是其内部力链的作

用强度, 并在不同流动相态下与 呈不同的对应关

系. 为分析 对平均剪切应力的影响, 这里采用两个

无量纲参量, 即无量纲剪切应力 nxy xy D K   和广

义 Savage 数 2 2
Sav .xyN D     通过对不同 和 下

颗粒系统单剪流动的离散元模拟, xy  与 SavN 的对应

关系如图 3 所示. 当较大时(如 >0.59), SavN 在 107

到 101 范围内, xy  基本保持为一个与相关的常数

Cij(), 而与 savN 无关 , 即  n .ij ijD K C   这表明

颗粒系统的平均应力 ij 与颗粒刚度 nK 成正比, 而与

无关; 当较小时(如<0.45), 2 2
Sav xyN D    为

一 个 关 于  的 常 数 ( ),ijC   而 与 xy  无 关 , 即

2 2 ( )xy ijD C    . 这表明平均应力 xy 与 2 成正

比, 而与 nK 无关. 以上分析说明, 当值较高时, 颗

粒系统表现为类固态行为; 而当值较低时, 则表现

为类液态行为. 然而, 在中等 时(如=0.58), 无量

纲剪应力和广义 Savage 数均不为常数, 而是与 相

关的函数, 此时颗粒系统呈现类固-液转化特性.  

在颗粒系统的不同流动状态下, 有效摩擦系数 

 
 

图 3  (网络版彩图) 不同广义 Savage 数下的剪切应力分布 
Figure 3  (Color online) Shear stress distribution with different 

generalized Savage. 

 

e 也存在很大差异. Savage 等人[42]最早通过环剪试验

发现, e 随剪切速率的加快而增大. 目前 e 已成为表

征颗粒系统固-液相变特性的一个重要参量[15,19,20,39]. 

在类液态快速流动中, 颗粒间碰撞剧烈, e 较高, 并

与剪切速率成正比; 而在类固态准静态流动中, 颗粒

间接触紧密, e 基本保持为一个定值, 与剪切速率

无关[19,20,37,39]. 由于颗粒系统的惯性数 I 能够合理地

表征其运动状态, 可将不同流动状态下的 e 设为 I的

函数[20,24~26,40,43], 即 

 2 1
e 1

0

( ) ,
1

I
I I

 
 


 


 (1) 

式中, 1 , 2 和 0I 均为颗粒材料常数. 对于准静态, 

I=0, e = 1 ; 随着 的增加, 惯性数 I亦相应增加[40], 

此时 e 趋向于其最大值 2 . 

在不同 和 下, 颗粒单剪流动中 I 和 e 的对应

关系如图 4 所示 , 由此对 (1) 式进行拟合有 : 

1 =tan(20.3°)=0.37, 2 =tan(56.2°)=1.49, 0I =4.5. 此

外, I 与 e 的对应关系还可用来判别颗粒系统的流动

相态. 一般地, 当 I < 103时为类固态流动, 即准静态; 

当 I > 101 时为类液态流动, 即快速流动; 当 103 < I 

< 101 时为密集流 , 此时颗粒系统发生类固 -液转   

化[20,24].  

在颗粒物质的类固-液转化中 , 颗粒间力链的 

持续时间是表征颗粒内部作用特性的重要参      

量 [10,19,20,37,39,44]. 颗粒系统中力链的持续时间可以通

过接触时间数 m 来表述[8,34]. 在不同体积分数和剪切 
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图 4  (网络版彩图) 不同惯性数 I 与有效摩擦系数e 的对

应关系及拟合曲线 
Figure 4  (Color online) The relationship between inertial number I  

and effective friction coefficient e and its fitting curve. 

 

速率下, 净接触时间数 m׳的计算结果如图 5 所示, 其

中 m׳=m1, B 3
nD K   . 在低体积分数下(如= 

0.20), 净接触时间数 m׳受 B 影响较小, 且 m′→ 0.1. 

这表明颗粒在稀疏分布状态下趋于二体碰撞, 剪切

速率对接触时间的影响不明显; 在高体积分数下(如

=0.70), m׳随 B 的增加而减小, 并在双对数坐标下呈

线性关系. 这表明颗粒在密集分布状态下, 剪切作用

使颗粒间的力链断开, 接触时间随 的增加而降低. 

在中体积分数下(如=0.58), m׳有一个随 B 的增加先

上升后降低的过程. 这表明在中体积分数下, 的增

加会加速颗粒间的接触频率和持续时间; 然而, 随着

的进一步增加, 颗粒间力链又会在快速剪切流动 
 

 
 

 

图 5  (网络版彩图) 不同B和下净接触时间数的分布特性 
Figure 5  (Color online) The distribution characteristics of net  

contact time number with different B and . 

中不断分开, 从而降低接触时间.  

对于随机排列的颗粒体系, 其呈现类固态力学

行为的主要因素是其内部能够形成相对稳定的力链

结构. 对于任一颗粒, 其能够保持相对稳定的力学平

衡条件是其所受约束力个数达到甚至超过其自由度

数. 对于的单分散颗粒系统, 其保持力学稳定

并呈类固态状态的临界配位数 Zc=d+1; 对于＝0 的

单分散颗粒体系, 有 Zc=2d, 这里 d 为颗粒系统的维

数[33,45,46]. 但对于多分散颗粒的静态体系, 不同粒径

级配下的 Z 有一定的差异[47]. 本文采用多分散颗粒, 

摩擦系数=0.5, 由此得到的不同 和 下的配位数

Z 如图 6 所示. 在低体积分数下, Z 值较低, 且随 B 的

增加而增大, 并在双对数坐标下呈线性关系; 在高体

积分数下 , Z 在低剪切速率下基本保持稳定 , 有

Zmax=6.5, 然后随 B 的增大而下降. 无论是低体积分

数还是高体积分数, Z 均随 B 的增加而趋向于临界配

位数 Zc=4.0. 因此, 依据不同 B 和时颗粒系统的 Z

值可判断其是否具有相对稳定的力链结构, 以确定

其呈现类固态或类液态的力学行为.  

3.2  类固-液相态的转化过程 

在颗粒系统的剪切流动中, 平均应力、有效摩擦

系数、净接触时间数和配位数等宏观参数不仅能够表

征出类固态和类液态的统计特性, 还可以进一步描

述颗粒物质在类固-液转化过程中的演化规律. 在颗

粒系统发生剪切流动时, 其平均应力与剪切速率有

如下关系[8,13] 

  1 3 12
n ,

ijij ij
cc c

ij ija K D     (2) 

 

 
 

图 6  (网络版彩图) 不同 B 和下配位数的分布特性 
Figure 6  (Color online) The distribution characteristics of coordi-   

nate number with different B and . 
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式中, cij 是表征应力与剪切速率关系的幂指数, 这里

称其为速率指数. aij 和 cij 均是体积分数、无量纲剪

切速率 B、颗粒摩擦系数和回弹系数 e 的函数, 即 

( , , , ),ij ija a B  e  ( , , , ).ij ijc c B  e  

在类固态流动下, ij 与 nK 成正比, 而与 2 无

关, 即 cij≈0, 有 

 n( , , ) .ij ija K D   e  (3) 

在类液态流动下, ij 与 2 成正比, 而与 nK 无

关, 即 cij≈1, 有 

 2 2( , , ) .ij ija D     e  (4) 

在颗粒物质的类固-液相态转化过程中, cij [0.0, ∈

1.0]. 对于剪切应力 xy , 本文在不同和 B 下确定的

cxy 值如图 7(a)所示. 这里不同 B 所对应的 cxy 值是通

过平均应力对剪切速率进行中心插值确定的. 对于

快速剪切, 如 B=0.178 时, cxy 随增加而缓慢降低; 当

B 较小时, 如 B<102 时, cxy 在低体积分数下保持为

1.0 左右, 而在 =0.58 附近随增加而迅速下降, 并

与快速剪切下的数值相交于一点 t = 0.58, 此时有 cxy 

=0.30. 由此, t =0.58 是颗粒系统在剪切流动中的类

固-液转化点 . 当> t 时 , 颗粒系统呈类固态流动 , 

而当 < t 时, 则呈类液态流动.  

类似于图 7(a)中 cxy 随和B的变化规律, 有效摩

擦系数 e 也有相似的特性, 如图 7(b). e 随的增加

而降低, 且在不同剪切速率下降低的速率不同, 使得

其在=0.52 处形成交叉点, 此时 e =0.61. 另外, 对

于慢速剪切流动, 即当 B<1.0×102 时, 在=0.58 处, 

e 存在一个拐点. 这里取临界体积分数 t =0.58, 其

所对应的临界有效摩擦系数定义为 t =0.37. 当 > 

t 时, e 保持恒定, 并有 e = t .  Zhang 和 Camp-            

bell[15]的研究表明, 当 e 不受  和 影响为定值时, 

颗粒系统会呈现为类固态力学行为, 且该 e 值可作

为判别颗粒系统类固-液转化的依据. 因此, 从图 7(b)

所示的 e 分布可以确定, 当> t 时, 有 e < t , 颗

粒系统呈类固态流动, 而当< t 时, 则 e > t , 呈类

液态流动.  

此外, 作为描述颗粒系统内力链时间和空间分

布特性的净接触时间数 m׳ 和配位数 Z, 它们在不同

和B( 3
nD K   )下的分布规律如图 7(c)和 7(d). 可 

 

 
 

图 7  (网络版彩图) 颗粒物质在类固-液转化过程中各宏观

参量的分布规律 Cxy (a), ue (b), m′ (c), z (d), 及相变转化区 
Figure 7  (Color online) The distribution of macro parameters Cxy 
(a), ue (b), m′ (c), z (d), of granular media during quasi-solid-liquid  

transition and phase transition zone. 
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以发现, m׳和 Z 在不同 下均随 的增加而增加. 当

较快时均随 呈连续渐进增长, 而当 较低时, 均

会在 t =0.58 附近有一个跳跃性增长, 并且不同 下

的 m׳ 和 Z 均在t 处相交. 当体积分数 > t 时, m׳ 

和 Z均随 B的降低而增大, 颗粒系统更多地表现为类

固态的力学行为; 当体积分数 < t 时, m׳ 和Z均随B

的降低而减小, 且有 m0.1 ׳, → Z 0.0, → 颗粒系统呈

类液态流动. 在 t 附近, 对m׳和 Z的影响均不显著, 

且有 mt1 =׳ 和 Zt=4.1. 因此, 交叉点( t , Zt)和( t , mt׳) 

均可作为判别颗粒物质类固-液转化的依据. 

通过对颗粒系统单剪流动的离散元计算表明 , 

在不同 和 下的速率指数 cij、有效摩擦系数 e 、配

位数 Z 和净接触时间数 m׳ 均表征出颗粒物质的类固

-液转化特性, 并存在相应的相变体积分数t. 然而, 

不同参量所对应的临界体积分数并不完全相同. 这

是由于颗粒系统的类固-液转化是一个渐进过程, 各

参量在相变区对体积分数的敏感性存在一定的差异, 

从而导致不同参量表征的相变点略有差异.  

4  颗粒剪切流动中类固-液转化相变图的建
立及物理内涵 

4.1  类固-液转化相变图的建立 

在以上颗粒剪切流动的类固-液转化特性中, 主

要针对体积分数和剪切速率两个参量对流动状态的

影响进行了分析. 这也是诸多颗粒物质类固-液相变

研究的重点[13,19,37,43]. 然而, 在颗粒物质的相变过程

中, 颗粒物质的平均应力是影响颗粒相变状态的另一

个重要参数. 类似于胶体、玻璃等无序材料的玻璃态

转化, 采用 1--T 相变图能够清晰地表明颗粒物质在

阻塞-流动过程中的转化条件, 如图 8 所示[5~7,28,35,48]. 

在该相变图中, 特别针对 T=0 和=0 时颗粒系统在  

 

1轴上的相变点, 即 J点开展了大量的研究工作, 并

给出了相应的临界体积分数 c 和临界配位数      

Zc
[7,28,29,36,49,50]. 以往相变图主要侧重于建立颗粒物质

由静态向流动状态的转化, 而对于颗粒物质在流动

过程中所呈现的类固-液转化规律尚未建立.  

为此, 本文借鉴 1--T 相变图对颗粒物质剪切

流动时的类固-液相变特性进行分析. 由于颗粒物质

在剪切流动中的类固-液转化特性有别于其阻塞-流 

 
 

图 8  颗粒物质阻塞-流动转化的相变图[7] 
Figure 8  Jamming phase diagram of granular media [7]. 

 
动状态的相态转变[10]. 因此在借鉴颗粒物质阻塞-流

动状态转化的1--T 相变图的同时, 需针对颗粒剪

切流动的类固-液转化特性进行相应的改进. 

首先, 在阻塞-流动相变图中采用了体积分数的

倒数1. 由于颗粒物质相变点的临界体积分数在

c=0.58 附近, 1 在该点的微小变化就会引起流动状

态的显著改变. 特别在低体积分数下, 相变图在结构

上对1值过于敏感. 因此, 本文采用孔隙率 e (=1)

表征颗粒物质的相变图, 其有更加明确的物理意义. 

此外, 孔隙率 e 与变量1 具有相同的变化趋势, 因

此采用孔隙率 e 作为基本变量在一定意义上也延续

了1--T 相变图的基本特性.  

其次, 相变图中的另一个基本变量可选用压强 P 

(即正应力yy)
[35,51]或剪切应力(即xy)

[7,28,29,52]. 考虑

颗粒物质因剪切流动而发生类固-液转化时, 主要是

因为剪切应力超过了相应的剪切强度, 因此选用剪

切应力能够更合理地描述其相变特性. 为进一步考

虑颗粒直径 D 和刚度 Kn 等材料性质对系统剪切流动

状态的影响 , 本文选用无量纲剪切应力 xy    

nxy D K 作为相变图的基本变量, 并简作. 

最后, 对颗粒物质剪切流动中类固-液转化的判别, 

一般广泛地采用剪切速率, 而非颗粒温度[12,13,19,35,40,42]. 

这主要是由于剪切速率是一个外界可控物理量, 而

颗粒温度更多地表征颗粒系统的内在物理状态. 从

本文单剪流动中无量纲剪切速率 B(= 3
nD K  )与

无量纲颗粒温度 T*(= nTD K )的对应关系(如图 9)可

以看出, 剪切速率在一定程度上也能够代表颗粒温

度. 当然, 作为颗粒体系的一个内禀物理量, 颗粒温

度与剪切速率之间没有必然的联系. 由此, 图 9 表征 
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图 9  (网络版彩图) 单剪流动中无量纲剪切速率 B 与无量

纲颗粒温度 T*的对应关系 
Figure 9  (Color online) The relationship between dimensionless 
shear rate B and granular temperature T* of granular media in simple  

shear. 

 

的 B 与 T*的对应关系并不适用于所有颗粒系统, 特

别是非剪切流动的颗粒体系. 虽然如此, 但其可推广

到其它具有剪切流动状态的颗粒体系, 如环剪、斜面

流等. 因此, 剪切速率可作为描述剪切流动颗粒系统

类固-液相变的一个基本参量.  

为此, 本文采用孔隙率 e、无量纲剪切应力和无

量纲剪切速率 B 等三个基本参量建立颗粒物质剪切

流动的类固-液相变图, 即 e--B 相变图, 如图 10 所

示. 该图中的 xy  即为无量纲剪切应力, 且 xy  和 B

均采用了对数坐标. 该 e--B 相变图表征了不同孔隙 

率和剪切速率下颗粒系统发生剪切流动所对应的剪

切应力, 因此又可视为颗粒系统发生剪切流动的屈

服面. 当剪切应力低于该屈服面时, 颗粒系统表现为

阻塞状态; 当剪应力位于该屈服面上时, 则表现为流

动状态. 由此可见, 该相变图中的屈服面能够反映出

颗粒系统在阻塞与流动状态之间的转化规律. 然而, 

对于颗粒物质流动时在屈服面上不同位置处所对应

的力学特性, 还需要对该相变图的物理内涵进一步

分析. 

4.2  类固-液转化相变图的物理内涵 

从颗粒系统相变图中可以发现, e, 和 B 值在准

静态下均趋于各自的最小值. 因此, 为观察它们分别

取最小值时相变曲面在 e-, B-和 B-e 坐标平面上的

交线, 这里对该相变曲面在三个坐标平面上进行投

影, 如图 11 所示, 其中等值线为投影平面外另一坐

标变量的数值. 可以发现, 该相变图在 B 趋于极小值

时在 e-平面上大体呈双曲线型, 而当和 e分别趋于

极小值时在 e-B 面和-B 平面上均大体呈抛物线型. 

也就是说, 在高体积分数(低孔隙率)下, 平均应力随

剪切速率的增加而迅速增加.  

颗粒物质类固-液转化的 e--B 相变图显示的是

颗粒流动时 e, 和B等三个状态参量的空间分布情况

及相互关系, 也表明了颗粒系统剪切流动的发生条

件. 但是, 颗粒物质发生剪切流动后, 其流动状态并

非均呈现为类液态的力学行为, 还会表现出类固态

的力学行为, 并在一定区域内发生类固-液转化. 正

如上节所述, 对颗粒物质的类固-液转化特性可通过

速率指数 cij、有效摩擦系数e、净接触时间数 m׳、
配位数 Z、惯性数 I 等物理量进行判别. 它们所描述

的颗粒物质基本力学特性是一致的. 这里选用 Z, 对

其在各坐标平面上做等值线, 如图 12 所示. 依据粗

糙颗粒体系的临界配位数 Zc=4.0, 可以确定该颗粒系

统在剪切面上的不同流动状态.  

在颗粒物质阻塞-流动的相变图研究中, 一个典

型的工作是在颗粒温度和剪应力均为 0 时对相变点, 

即 J 点的判别, 以及对相应临界体积分数c 和临界配

位数 Zc 的确定[7,28,30,31,33,45,52]. 以往主要侧重于对二

维颗粒系统 J点处c和 Zc的确定, 一般对于粗糙颗粒

系统有c=0.84 和 Zc=3.0[7,30,48,53].. 在三维颗粒系统中, 

Song 等人 [33]讨论了粗糙和光滑颗粒系统的c 在

0.54~0.64之间, 同时 Zc相应地在 4~6之间. 在本文建

立的 e--B 相变图中, 当剪切速率和剪切应力趋于 0

时, 也可以清晰地确定出相应的相变点, 即 J 点, 如

图 11 和图 12 所示, 此时有c=0.59, Zc=4.1. 虽然, 从

严格意义上说, 本文确定的 J 点不完全是在 B=0 和

=0时在 e轴上的坐标点, 而是在 e轴对B 0→ 和 0→

时的推演, 但也能够很好地反应出颗粒系统在 e 轴上

相变点的位置.  

类似于在 e 轴上存在 J 点, 当剪切速率和孔隙率

均趋于最小值时, 在轴上也存在另一个相变点, 这

里称其为 S 点, 如图 11 和 12 所示. 该点的物理意义

是当颗粒系统处于准静态时进行剪切流动所需要的

最大剪应力, 此即临界剪应力c. 对于处于准静态下

的颗粒系统, 其发生剪切流动时的最大剪应力符合

Mohr-Couloumb 摩擦定律, 即 c e   , 这里 为颗

粒系统所受到的正应力. Grebenkov 等人[36]在固定法 
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图 10  颗粒物质剪切流动中类固-液转化的 e--B 相变图 
Figure 10  The e--B phase diagram of quasi-solid-liquid transition  

of granular media in simple shear. 

向力作用下确定了颗粒系统由阻塞向流动转化的切

向力, 其本质就是对 S 点的确定. 由于在不同 下的

临界剪切应力c 是不同的, 因此轴上的 S 点不是唯

一的 , 它会随法向力  的不同而变化 , 但满足

c e   .  

在 e--B 相变图中, 当颗粒系统的运动状态处于

屈服面以下的阻塞状态时, 这三个基本变量(即 e, 

和 B)是相互独立的. 当其发生剪切流动而处于屈服

面上时, 任何一个变量均与另外两个变量密切相关. 

另外, 从这三个基本参量的取值范围来看, 孔隙率一

般受颗粒的级配、粗糙度等材料性质的影响, 在不同

剪切速率下有 0.36<e<1.0. 考虑颗粒单元在密集流动

状态下会有一定的重叠量, 因此取 e的最小值为0.30; 

此外, 当颗粒系统的孔隙率大于 0.8 时, 其完全呈液

态甚至气态, 因此颗粒系统发生类固-液转化的孔隙 

 

 
 

图 11  e--B 相变曲面在三个坐标平面上的投影及相应交线 
Figure 11  The projection of phase transition surface on e--B coordinates and their intersection lines. 

 

 
 

图 12  配位数在 e--B 相变图三个坐标平面上的投影分布 
Figure 12  The projection of coordinate number on the e--B coordinates. 
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图 13  颗粒剪切流动中 Z 和 m′表征的类固-液转化特性以及相变点(J 点和 S 点) 
Figure 13  The characteristics of quasi-solid-liquid transition in terms of Z and m′ and phase transition point (point J and point S). 

 
率可在 0.3~0.8 之间. 对于剪切应力, 颗粒系统在不

同的工程背景和流动状态下会有很大的差异. 本文

采用了无量纲剪切应力 n ,xy xy D K    当其在 109~ 

101 范围内变化时, 颗粒系统会发生完整的类固-液

转化过程 . 对于无量纲剪切速率亦是如此 , 当 B 

(= 3
nD K  )的取值在 104~100 之间时, 其覆盖了

颗粒系统发生类固-液转化的范围.  

如果进一步以 Z 和 m′为参量作等值线, 将该

e--B 相变图绘于图 13 中, 可更加清楚地发现该相变

图能够合理地描述颗粒物质发生阻塞-流动转化以及

在流动过程中表现出的类固-液转化过程, 同时还可

确定相应的临界相变点 J 点和 S 点, 以及分别对应的

临界体积分数c 和临界剪切应力c. 由此可见, 针对

颗粒物质剪切流动而建立的类固-液转化的 e--B 相

变图不仅可以表征出颗粒由阻塞向流动状态转化的

条件以及相应的转变点(J 点和 S 点), 同时通过配位

数、净接触时间数等参量还可对其在流动时的类固-

液转化特性进行判别.  

5  结语 

颗粒物质在不同外界激励条件下可呈现出类固

态或类液态的力学行为, 并发生相互转化. 本文着重

研究了颗粒系统在简单剪切条件下的流动特性及类

固-液转化规律, 分析了有效摩擦系数、配位数、净接

触时间数和惯性数等参量的分布规律; 借鉴颗粒物

质在阻塞-流动转化的-1--T 相变图, 采用孔隙率 e、

无量纲剪切应力和无量纲剪切速率 B 为状态参量, 

建立了颗粒物质剪切流动中类固-液转化的 e--B 相

变图. 由于该相变图用颗粒系统的宏观可测状态变

量 B 代替了系统的内禀物理量 T, 因此, 它能够更好

地适用于具有剪切流动状态的颗粒物质. 该 e--B 相

变图不仅可以表征出颗粒物质发生阻塞-流动转化的

基本条件, 同时也能够确定颗粒系统在流动中的类

固-液转化特性. 通过 e--B 相变图还可以确定在准

静态下的两个特殊相变点, 即 J 点和 S 点, 以及所对

应的临界体积分数c 和临界剪切应力c.  

通过在定常体积分数和剪切速率下对平均应力

的确定, 本文主要研究了颗粒物质在剪切流动中的

类固-液转化特性以及相应的相变图. 此外, 对于颗

粒系统由静态向流动状态转化的特性, 可在定常法

向应力下施加不同的剪切应力, 确定颗粒系统在不

同体积分数下发生剪切流动的条件. 综合以上两种

情况, 可建立一个能够更加全面地反映颗粒物质由

静态向流动状态转化, 以及在流动过程中类固-液转

化的相变图, 从而有力地揭示颗粒系统在不同流动

状态下的内在规律以及转化条件. 
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附录 A  颗粒系统宏观表征参数 

    为描述颗粒系统的宏观物理力学特性, 人们提出了平

均应力、有效摩擦系数、颗粒温度、接触时间数、配位数、

惯性数和 Savage 数等宏观参数. 在本附录中做一简单归纳, 

相关参数应用于本文的分析中.  

    颗粒材料的平均应力 ij 的细观定义为[13,34] 

 c k ,ij ij ij     (a1) 

这里 , c
ij 和 k

ij 分别为接触应力张量和动力应力张量 , 

 c

1 1

1 kNN
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  . V 为试样体积, 

N 为颗粒数目, Nk 为与颗粒 k 接触的颗粒数目, Mk 为颗粒 k

的质量, lk
ir  为颗粒 l 质心到颗粒 k 质心的位置张量, kl

jF 为
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颗粒 l 对颗粒 k 的作用力张量, 'kiu 和 'kju 分别为颗粒 k 的脉

动速度张量.  

    为表征颗粒平均应力与剪切速率的相互关系 , 

Campbell[19,37]对 ij 无量纲化, 即 

 n .ij ijD K    (a2) 

    颗粒材料的有效摩擦系数 e 是细观层次颗粒间相互

滑动和滚动, 以及结构演变的体现, 人们曾针对某些理想

颗粒的简单堆积状态, 推导出了一些解析关系, 建立了理

想颗粒试样宏观摩擦角与颗粒间摩擦角的相似关系. e 定

义为 

 e .xy yy    (a3) 

    配位数 Z 是表征颗粒空间排布密实程度的平均量化参

数之一, 即[33] 

 c2 ,Z M N  (a4) 

式中, Mc 为颗粒系统内的接触点数目, N 为颗粒数目.   

    接触时间数是指颗粒介质的平均接触时间与二体碰撞

时间 Tbc 的比值: 

 c bc ,m T T  (a5) 

式中, m 为接触时间数, cT 为颗粒单元的平均接触时间, Tbc

为二体碰撞时间, 且有 

 2 2
bc n( ln ) / 4 ,T M K   e  

其中 e 为回弹系数. 因此, m 反映了颗粒的平均接触时间. 

如果将接触时间数减去 1 以消除其二体碰撞时间部分, 即

引入净接触时间数 m׳(=m1)来描述颗粒的接触时间, 可更

理想地表征因多颗粒相互作用而引起的接触时间延长   

效果.  

    为研究颗粒的流动特性 , 引入惯性数的概念 ,      

即[19,21,23,37,38] 

 ,
/

d
I

P







 (a6) 

式中,  是颗粒材料密度. 其物理意义是两个时间尺度 iT

和 sT 的比值, 即 i sI T T . iT D   是指颗粒在竖向应

力作用下移动距离 d 所需的时间(不考虑颗粒间的作用), 

称为惯性时间 (Inertial Time)或约束时间 (Confinement 

Time); s 1T   是单层颗粒受剪切作用沿剪切方向移动颗

粒粒径D所需要的时间, 称为剪切时间(Shear Time)或变形

时间(Deformation Time).  

    此外, Babic 等人[13]引入无量纲的剪切速率, 即 

 3
n ,B D K    (a7) 

B 与 Campbell[19]引入的无量纲参量 * 3 2
nnK K D   的关系

为 * 1/2
nB K  .  

    无量纲 Savage 数 SavN  表征了颗粒间碰撞和摩擦的

相对重要性, 其定义为[52,54] 

 
2 2

Sav ,
D

N
 





 (a8) 

式中, 2 2D  表示的是颗粒二体碰撞引起的 Bagnold 应力, 

 为平均正应力. 为分析平均剪应力与剪切速率的对应关

系, 这里可以将 SavN 进一步引伸为广义 SavN 数, 即 SavN   

2 2
xyD    

    类比分子热运动, 颗粒运动的随机波动特性可用颗粒

温度 T 表征[6,55,56]. 类似于动应力的计算, 单位体积内颗粒

系统的颗粒温度为 

 2

1

1 1
,

2

N

k k
k

T M u
V 

   (A9) 

式中, ku 为颗粒 k 的脉动速度. 
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Characteristics in quasi-solid-liquid phase transition of 
granular shear flow and its phase diagram 
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The quasi-solid-liquid phase transition of granular materials exists wildly in the fields of engineering geology, nature 
environments and industry production, etc. The mechanical properties of granular system are quite different during 
the phase transition, which has been the hot and difficult problem in granular mechanics recently. With the 
mechanical behaviors investigation of granular quasi-solid-liquid transition, the phase diagram can be established to 
determine the transition conditions and to understand the transition mechanism. The quasi-solid-liquid phase 
transition can be divided in the two kinds following. The one is the transition between jamming and unjamming, and 
the other one is the transition between solid phase and liquid phase under flow conditions. According to the second 
phase transition, the simple shear flow of polydispersed granular materials with periodic boundary are simulated 
numerically with discrete element method (DEM). The macro parameters, such as averaged stress, coordination 
number, contact time number, effective friction coefficient, inertia number and generalized Savage number etc., are 
discussed to understand the intrinsic mechanism of quasi-solid-liquid phase transition under various volume fractions 
and shear rates. Finally, the e--B phase transition diagram is established with the three basic parameters of porosity, 
dimensionless shear rate and macro shear stress. 

granular matter, quasi-solid-liquid transition, shear flow, phase transition diagram 
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