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碎石料直剪实验的组合颗粒单元数值模拟
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摘要 : 通过构造三维组合颗粒单元来描述颗粒间的互锁效应 ,对非规则颗粒材料的力学行为进行

了离散元数值模拟 ,并通过碎石料的直剪实验进行了验证。该组合颗粒的质量与碎石块具有相同

的概率分布特性 ,其几何形态则由不同数目、镶嵌尺寸、组合方位和粒径的球形颗粒进行随机构造。

组合颗粒单元在局部与整体坐标之间的转动、力矩和方位关系通过四元素方法进行确定 ;颗粒之间

的作用力采用具有 Mohr2Coulomb 摩擦定侓的 Hertz2Mindlin 非线性接触模型 ,并考虑了非线性

法向粘滞力的影响。在不同的法向应力下 ,对碎石料在直剪实验中的剪切应力和剪胀现象进行了

离散元模拟 ,计算结果与实测结果相吻合 ;此外 ,在不同的法向应力和接触摩擦系数下 ,对碎石料的

有效摩擦系数进行了计算和讨论。本文工作验证了组合颗粒单元在非规则颗粒材料的离散元模拟

中的可行性。
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1 　引　言

离散元方法 (Discrete Element Met hod , D EM)

从上世纪 70 年代建立并最早应用于岩土力学以来 ,

目前已广泛应用于地球物理、化学过程、自然灾害、

农业生产和生命科学等诸多研究领域[122 ] 。由于规

则颗粒单元的相互作用和运动规律易于描述 ,因此

在颗粒介质的离散元模拟中 ,大多采用二维圆盘和

三维球体单元。然而 ,在自然条件下 ,颗粒介质一般

具有不同离散程度的尺寸和形态各异的几何形态 ,

而规则颗粒在单元排列、动力过程等方面与非规则

颗粒有很大的差异 ,为了更加合理地描述具有普遍

意义的颗粒介质 ,球体颗粒外的其它颗粒单元也已

相继发展起来 ,如椭球、柱体和多面体单元等[324 ] 。

另外 ,如果采用规则单元来描述非规则颗粒的几何

形态 ,组合单元则是有效的方法[526 ] 。

在颗粒介质的DEM 模拟中 ,具有 Mohr2Coulomb

摩擦准则的线粘弹性接触模型应用非常广泛。实际

上 ,对于绝大多数颗粒材料 ,非线性接触模型能更加

准确地反映颗粒间的作用力与变形、碰撞速度的对应

关系[728 ] 。颗粒之间的非线性接触模型主要包括如下

四部分 ,即 Hertz 法向弹性力、Mindlin 切向弹性力、

非线性法向粘滞力和非线性切向粘滞力。目前颗粒

介质 DEM 计算中的 Hertz2Mindlin 非线性弹性接触

模型已经得到了广泛的应用 ;非线性法向粘滞力模型

目前已经逐步完善 ,并得到了实验验证[9 ] ;对于切向

粘滞力 ,尽管目前已建立了一些非线性模型 ,但均未

得到实验验证。另外 ,由于切向粘滞力对颗粒介质动

力过程的影响非常小 ,因此 ,DEM 计算中一般忽略切

向粘滞力[10211 ] 。本文的离散元模拟采用非线性颗粒

接触模型来计算颗粒的动力过程。
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直剪实验一般用于测量岩土、碎石、粉体等颗粒

材料的剪切强度和剪胀性质[12214 ] ,该实验的最大优

点是其简便的实验仪器和操作过程。在直剪实验的

数值模拟中 ,最早采用具有强化效应的弹塑性有限

元方法 ( FEM) [ 15216 ] 。由于基于连续介质理论的

FEM 不能反映出粒径、颗粒形态、孔隙比、粗糙度等

材料参数对模拟结果的影响 ,因此 ,近几年 DEM 方

法在颗粒介质的直剪实验 ,以及其它剪切实验中得

到了广泛的应用[ 17218 ] 。

在目前直剪实验的 D EM 模拟中 ,采用的均是

规则球形或圆盘形颗粒单元 ,其模拟结果不能充分

反映规则颗粒的剪切性质。为此 ,本文采用基于组

合颗粒单元的离散元方法 ,对不规则碎石料的直剪

实验进行数值模拟 ,并通过与实验结果的对比分析

来检验组合颗粒单元对不规则颗粒介质数值模拟的

可行性。

2 　基于组合颗粒的离散元模型

为模拟不规则颗粒体的力学行为 ,可采用不同

粒径和重叠长度的规则颗粒来构造组合颗粒单元。

该方法在目前 Itasca 公司的 PFC 计算软件中得到

了应用[5 ] 。由于它是在整体坐标下计算组合颗粒单

元的动力过程 ,在每个时间步都要重新计算组合颗

粒单元在整体坐标下的转动惯量 ,计算过程繁琐 ;此

外 ,在目前颗粒非线性碰撞模型中 ,非线性粘滞力还

尚未很好地与 Hertz2Mindlin 模型相结合。

为此 ,本文首先采用有限分割法计算组合颗粒

的质量、质心和转动惯量 ;分别采用整体和局部坐标

来计算组合颗粒的作用力、力矩和转动分量 (如图 1

所示) ,并采用四元素法进行坐标转换矩阵的计算 ,

其中局部坐标的原点位于组合颗粒单元的质心处 ;

在 Hertz2Mindline 弹性接触的基础上 ,进一步考虑

非线性法向粘滞力的影响 ,建立一个计算简捷、精度

较高的基于组合颗粒单元的离散元模型。

211 　组合颗粒单元的几何参数

采用有限分割法 ,将组合颗粒剖分为若干个体

图 1 　组合颗粒单元的整体与

局部坐标示意图

积为ΔV 的立方体单元。对于任意一个单元 ,只有当

其包含于某一个基本颗粒

之内时才考虑其对组合颗

粒的贡献 , 并由此确定出

组合颗粒单元的质量、质

心和局部坐标下的转动惯

量。基于以上有限分割法 ,

组合颗粒单元的质量、质

心和转动惯量分别为

珮M =ρ∑
K

k = 1

ΔV k (1)

珦X i =

ρ∑
K

k = 1
x kΔV k

珮M
(2)

珘I ii =ρ∑
K

k = 1

[ (珦X j - x kj ) 2ΔV k ] (3)

式中 ,珮M、珦X i 和珘I ii 分别为组合颗粒介质的质量、质心

和局部坐标下的转动惯量 ,ρ为颗粒密度 , K 为有效

的立方体单元数 ,ΔV k 和 x k 分别为立方体单元体积

和形心坐标。以上三个几何参数的计算精度在很大

程度上依赖于剖分单元的尺寸。本文计算表明 ,当取

Δx =Δy =Δz = Dmin / 20 时 ,计算结果接近于真实

值 ,精度在 97 % 以上。

212 　组合颗粒运动的四元素方法

为对组合颗粒单元的力矩、转动速度等动力学

分量在整体坐标和局部坐标之间进行自由转换 ,本

文采用四元素法进行计算。四元素方法已广泛地应

用于分子动力学、固体力学和刚体动力学等诸多研

究领域[19 ] 。对于组合颗粒单元 ,设有整体 (固定) 坐

标系 eG和局部 (移动) 坐标系 eB ,并通过坐标转换矩

阵 A 相联系 ,即

eB = A ·eG (4)

eG = AT ·eB (5)

这里转换矩阵有性质 A- 1 = AT 。该矩阵 A 可以由四

元素方法确定。在四元素方法中 ,主要有四个标量 ,

即[19 ]

Q = ( q0 , q1 , q2 , q3 ) (6)

且有性质

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 = 1 (7)

采用四元素方法 ,该坐标转换矩阵可写为

　　　　　　　　A =

q2
0 + q2

1 - q2
2 - q2

3 2 ( q1 q2 + q0 q3 ) 2 ( q1 q3 - q0 q2 )

2 ( q1 q2 - q0 q3 ) q2
0 - q2

1 + q2
2 - q2

3 2 ( q2 q3 + q0 q1 )

2 ( q1 q3 + q0 q2 ) 2 ( q2 q3 - q0 q1 ) q2
0 - q2

1 - q2
2 + q2

3

(8)

在局部坐标下 ,组合颗粒单元的转动加速度为 ÛωB
x =

MB
x

I xx
+ (

I yy - I zz

I xx
)ωB

yωB
z (9)
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ÛωB
y =

MB
y

I yy
+ (

I zz - I xx

I yy
)ωB

zωB
x (10)

ÛωB
z =

MB
z

I zz
+ ( I xx - I yy

I zz
)ωB

xωB
y (11)

式中 I xx 、I yy 、I zz 为绕三个局部坐标轴的转动惯量。

组合颗粒在局部坐标下的力矩分量可由其在整体坐

标下的力矩分量通过坐标转换确定 ,即

MB
x

MB
y

MB
z

= A

M G
x

M G
y

M G
z

(12)

这里 MB 、MG 分别为组合颗粒单元绕局部坐标轴和

整体坐标轴的力矩 , 可由 D EM 模拟中颗粒间的作

用力进行计算。

当各组合颗粒在局部坐标下的角速度确定后 ,

其在整体坐标下的角速度为

ωG
x

ωG
y

ωG
z

= AT

ωB
x

ωB
y

ωB
z

(13)

该四元素分量与组合颗粒的角速度满足如下微分方

程 [20 ]

Ûq0

Ûq1

Ûq2

Ûq3

=
1
2

W

0

ωB
x

ωB
y

ωB
z

(14)

其中

W =

q0 - q1 - q2 - q3

q1 q0 - q3 q2

q2 q3 q0 - q1

q3 - q2 q1 q0

　　通过以上整体坐标与局部坐标之间的转换关

系 ,组合颗粒的转动分量可以采用四元素方法在时

域上进行迭代求解。

213 　颗粒间的非线性接触模型

对于组合颗粒单元 ,由于颗粒间的接触是两个

基础规则球体单元间的相互作用 ,因此可按球体颗

粒之间的力学模型进行计算。颗粒之间的接触力主

要由弹性力和粘滞力组成 ,同时考虑颗粒之间基于

Mohr2Coulomb 准则的滑动摩擦。对于弹性作用力 ,

本文采用基于 Hertz2Mindline 的非线性接触模型。

在法线方向 ,颗粒之间的作用力包括 Hertz 弹性力

和非线性粘滞力 ,即[21 ]

Fn = Kn x 3/ 2
n +

3
2

A K n x 1/ 2
n Ûx n (15)

式中 : Kn为法向刚度系数 ; x n和 Ûx n 分别为颗粒的法

向变形和应变率 ; A 为颗粒的材料特性 , 并依赖于

弹性模量、粘性系数和泊松比等力学参数 ,可通过一

定速度下颗粒碰撞的回弹系数确定[17 ] 。

在颗粒接触的切线方向 ,基于 Mindline 理论和

Mohr2Coulomb 摩擦定律 ,并忽略粘滞力影响 ,该切

向接触力为

F3
s = Ks x 1/ 2

n x s (16)

Fs = min ( F3
s , sign ( F3

s )μFn) (17)

其中法向刚度 Kn 和切向刚度 Ks 分别为[22 ]

Kn =
4
3

E3 R 3 (18)

Ks = 8 G3 R 3 (19)

其中 : E3 =
E

2 (1 - ν2 )
; 　R 3 =

RA R B

R A + RB
; 　G3 =

G
2 (1 - ν)

; 　G =
E

2 (1 +ν)
。

对于非线性碰撞接触模型 ,最大时间步长为[23 ]

tmax =
πRmin

01163ν+ 018766
ρ
G

(20)

一般实际计算的时间步长要略小于最大时间步长 ,有

dt =αtmax (21)

式中α为经验系数。在高配位数 ( > 4) 情况下 ,可采用

较小的时间步长 ,即取 dt = 012 tmax ;在低配位数 ( <

4) 情况下 ,取为 dt = 014 tmax
[23 ] 。在本文计算中 ,由于

颗粒单元密集排列 ,配位数较高 ,取系数α= 012。

3 　碎石料直剪实验的离散元模拟

采用组合颗粒单元 ,在三种不同法向应力 (100、

200 和 300kPa) 下对碎石料的直剪实验进行离散元

模拟 ,以检验基于组合颗粒的离散元方法在模拟非

规则颗粒力学行为中的可靠性。

311 　组合颗粒单元的计算参数

在 DEM 模拟中 ,碎石料为混凝土石灰石骨料 ,

其样本如图 2 所示。通过随机选取 300 个碎石颗粒 ,

测量统计发现其质量符合对数正态分布 ,其概率分

布参数μ = - 01 117 ,σ= 01432。

针对碎石颗粒在形态上的不规则性 ,这里采用

四种不同组合颗粒单元的混合体来模拟 (如图 3 所

示) 。在该组合颗粒单元设置中 ,颗粒间的重叠量在

[010 , 015 Dmin ] 内随机分布 ,其中 Dmin 为组合颗粒

体中最小的颗粒直径。如图 3 所示 , 组合颗粒单元

(a) 、(c) 、(d) 中的各基本颗粒具有相同的半径 , 而

颗粒单元 (b) 中的大颗粒直径是小颗粒的 2倍。本文
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力求通过以上四种组合颗粒单元的混合方式来探索

组合颗粒单元在描述不规则颗粒介质宏观力学行为

的可行性。除碎石料的质量分布外 , 本文还对其密

度、孔隙比等基本计算参数进行了测量 ,部分参数列

于表 1 中。

表 1 　碎石料的部分力学参数

参数名称 符号 单位 数值

碎石料总质量 M g 97316

单颗粒质量 m g 014 ～ 210

规则颗粒直径 D mm 1130 ～ 2142

颗粒比重 γ 2155

孔隙度 e 0146

杨氏模量 E GPa 58154

泊松比 ν 01221

　　组合颗粒单元尺寸由其质量来确定 ,而质量又

按以上实测颗粒质量的对数正态分布函数通过

Monte2Carlo 方法随机生成。采用以上四种组合颗

粒单元的随机混合模式 ,颗粒间的互锁现象可以较

为理想的实现。如果采用规则圆形颗粒 ,即便是模拟

几何形态相对规则的砂土介质 ,颗粒间的互锁现象

也很难实现。这时可通过增加颗粒间接触摩擦系数

的方法来提高其在宏观尺度上的剪切特性。该接触

摩擦系数只有增加到μp = 60 或 80 时 ,才能得到理

想的计算结果[24 ] 。这时的接触摩擦系数已远远超过

其实际值。为此 ,本文希望通过采用组合颗粒单元合

理地描述不规则颗粒间的互锁现象 ,准确地模拟颗

粒介质的剪切特性。

312 　离散元模拟中直剪盒的参数设置

直剪盒主要由上剪切盒和下剪切盒两部分构

成 ,且两剪切盒之间设置高度为半个平均粒径的剪

切缝。类似于实际的剪切实验过程 ,在上剪切盒的顶

盖上施加向下竖向载荷 ;上剪切盒在水平方向固定 ,

在竖直方向可自由运动 ;下剪切盒在水平方向上按

给定的剪切速率移动 ,在竖直方向上固定。在 DEM

模拟中 ,剪切盒设置及其内部颗粒介质如图 4 所示 ,

图中组合颗粒体的颜色用于区分不同的颗粒单元。

图 4 　组合颗粒单元在直剪实验 DEM 模拟中的示意图

对于上、下剪切盒之间的剪切带 ,所承受的总竖

向力为上剪切盒重量 W B 、内部颗粒介质重量 W P 和

顶盖施加竖向力 P 的总和 ,剪力可由剪切盒在水平

方向上的静力平衡方程来确定。由此 ,剪切带上的法

向力和剪切力分别为

FN = P + W P + W B ,

FS = ∑
Nwall

iw = 1

( N X iw + S X iw ) (22)

式中 : N X iw 为颗粒与上剪切盒左右侧壁之间的法向

作用力 ; S X iw 为颗粒作用于上剪切盒的切向作用力。

上剪切盒由 4 个侧壁和 1 个顶盖组成 ,因此总墙数

Nwall = 5。

若剪切盒的长度和宽度分别为 L 和 B ,剪切速

率为 U ,则 t 时刻的剪切带面积为 B ( L - Ut) ,此时

的正应力和切应力分别为

σzz =
FN

B ( L - Ut)
, 　τzx =

FS

B ( L - Ut)
(23)

剪切带处的平均摩擦系数 (即剪切应力与法向应力

的比值) 可以写为
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μb =
τzx

σzz
=

FS

F N
(24)

　　在 DEM 模拟中 ,颗粒单元被随机放置于剪切盒

内。为获得较为密集的初始排列状态 ,初始颗粒大小

可设为其实际大小的一半 ,然后再缓慢增长到所需粒

径。在颗粒生长过程中 ,颗粒之间因相互碰撞而达到

新的平衡位置。采用颗粒介质随机放置 2 生长方式的

初始排列是目前颗粒介质离散元模拟常用的方法之

一[11 ] 。当颗粒生长到其设计粒径后 ,再施加竖向外力

于上顶盖之上 ,从而使颗粒在法向力作用下更为密实

的排列。当颗粒材料达到稳定平衡状态后 ,再以剪切

速度 U 推动下剪切盒 ,进行颗粒介质的直剪实验 ,直

至进入临界状态。因此 , 整个颗粒介质直剪实验的

DEM 模拟过程由颗粒随机放置、生长、加载和剪切等

四部分组成。部分计算参数列于表 2 中。
表 2 　DEM 模拟中直剪盒的部分计算参数

参数名称 符号 单位 数值

剪切盒长度 L cm 10

剪切盒宽度 B cm 10

上、下剪切盒的高度 H1 , H2 cm 3171

颗粒间的接触摩擦系数 μp 017

颗粒与剪切盒侧壁摩擦系数 μws 012

颗粒与剪切盒上下盖摩擦系数 μwb 110

实验中的剪切速率 U mm/ min 310

最大剪切长度 S mm 15

球体颗粒数目 N p 2300

组合颗粒数目 N c 926

313 　直剪实验及其数值模拟结果

本文选用图 2 所示的碎石料进行了相关的直剪

实验测试 ,其参数与表 1和表2中相一致 ,并通过振动

捣实方获得碎石料的初始密集排列。试验中测试了不

同法向力作用下 ,碎石料剪切过程中竖向位移和水平

力的变化过程。在法向应力分别为 100、200 和

300kPa 时 ,得到的竖向位移和剪切应力示于图 5 中。

结果表明 ,离散元模拟结果与实验结果非常吻合。

从竖向位移来看 ,随着剪切位移的增加 ,颗粒介

质的体积膨胀现象非常明显。特别是在较低的法向

应力下 ,剪胀效应更为突出。另外 ,实验和数值结果

均表明试样顶部在剪切初始阶段有一个下的竖向位

移 ,即剪缩现象。从图 5 (a) 中可以看出 ,向下的竖向

位移一般很小 ( < 2mm) ,且随竖向载荷的增加而增

加 ,表明颗粒介质 ,特别是剪切面附近的颗粒介质 ,

在剪切过程中同时存在滚动和平动现象。滚动过程

在剪切初期首先使颗粒介质趋向密集排列 ,竖向荷

载越大 ,这种密集排列的效果越明显。随着剪切位移

的进一步增加 ,滚动过程又进一步使颗粒介质发生

明显的膨胀特性。颗粒介质的这种剪缩 2 剪胀特性

是其典型的剪切特性之一 ,并已在其它碎石料剪切

实验中得到验证[25226 ] 。

图 5 　三种不同应力下直剪实验的实测和计算结果

在直剪过程中的临界状态下 ,颗粒排列及其内

部力链分布如图 6 所示。力链由两接触颗粒中心的

连线构成 ,力链宽度表示法向拉触力的大小。从力链

主方向和大小分布来看 ,剪切盒内颗粒间的作用力

表现为强烈的各向异性 ,并主要通过颗粒介质在上、

下盒的斜对角线方向承担剪切应力和法向应力。颗

粒介质直剪实验中的各向异性现象 , 无论在 DEM

模拟中 ,还是力学实验中 ,均表现得非常明显[17 ,27 ] 。

采用以上组合颗粒单元和计算参数 ,在不同的

法向应力和接触摩擦系数下 ,进一步对直剪实验进

行了一系列数值模拟。由此确定的有效摩擦系数如

图 7所示。从图7 (a) 可以看出 ,有效摩擦系数随着法

向应力的增加而减小。这一现象可以通过散体材料

剪切强度的 Mohr 包络线理论很好地解释[12 ,14 ] 。从

图 7 ( b) 可以看出 , 碎石料的有效摩擦系数随着接

触摩擦系数的增加而增大 ,但其增长速率随着接触

摩擦系数的增加而不断减小。这主要是由于在剪切

过程中颗粒同时会发生滑动和滚动现象 ,接触摩擦

系数的增加将进一步激发颗粒滚动效应的发生 ,从

而使有效摩擦系数的增长要低于接触摩擦系数的增

5第 1 期　　　　　　　　　　　　　　　　严颖 ,等 :碎石料直剪实验的组合颗粒单元数值模拟



图 6 　直剪仪内颗粒单元的排列状态和力链的分布形式

长。目前 ,有关颗粒介质滑动摩擦和滚动摩擦的竞争

转变机制研究是提高颗粒介质数值模拟精度的一个

重要研究内容。

图 7 　法向应力和接触摩擦系数对有效摩擦系数的影响

4 　结 　语

本文采用组合颗粒单元 ,对碎石料的直剪实验

进行了离散元数值模拟。组合颗粒单元由不同颗粒

数目、粒径和重叠长度的规则球体单元构成 ,采用有

限分割法计算了组合颗粒单元的质量、质心和转动

惯量 ,采用四元素法计算了组合颗粒单元在整体和

局部坐标下的坐标转换关系 ,颗粒间的碰撞作用采

用 Hertz2Mindlin非线性弹性模型 ,同时又考虑了法

向非线性粘滞力的影响。通过对不同法向应力下碎

石料直剪实验的数值模拟 ,计算的剪切应力和竖向

位移与实验结果相吻合 ,表明组合颗粒单元能够很

好地模拟碎石料的剪胀效应和互锁现象。较好地验

证了组合颗粒单元对碎石料进行离散元模拟的有效

性。此外 ,在不同的法向应力和接触摩擦系数下 ,对

碎石料的有效摩擦系数的计算结果表明 ,有效摩擦

系数随法向应力的增加而降低 ,随接触摩擦系数的

增加而升高。
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Numerical Simulation of Direct Shear Test
for Rubbles with Clumped Particles

Yan Yi ng1 　J i S huny i n g2

(Dalian Jiaotong University , School of Traffic and Transportation , 116028 , Dalian , China) 1

(State Key Laboratory of St ructural Analysis for Indust rial Equipment , Dalian University of Technology , 116023 , Dalian , China) 2

Abstract : The discrete element model (D EM) was applied to simulate t he direct shear test s of irregular

limestone rubbles by const ructing clump particles , where t he mass of clumped2particle has t he same proba2
bility dist ribution wit h t hat of t he real rocks , and their shapes are const ructed wit h various particle num2
ber , overlap , orientation and size of regular particles. Wit h t hese clumped particles , t he interlock of rocks

in t he direct shear test can be modeled. The nonlinear contact force model wit h Mohr2Coulomb yielding cri2
teria is adopted to model t he viscous2elastic interaction among clumped particles. The quaternion met hod is

int roduced to model t he motion and orientation of t he clumped particles between local and global coordi2
nates. Wit h different normal loads , t he simulated shear force and t he volume dilation in t he direct shear

test are compared well with that of laboratory measurment s. The influences of normal st resses and contact

f riction on t he bulk f riction coefficient are discussed based on t he D EM result s. The reliability of clumped2
particles for D EM simulation is validated in modeling t he mechanical behaviors of irregular particles.

Keywords : di rect shear test , discrete element met hod (D EM) , cl um ped p article , i rreg ul ar rubble , quater2
nion met hod .

Bubble Motion in Submerged Abrasive Water Jets

L u Yi y u1 　X i ang W eny i ng2 　L i X i aohon g1

(College of Resources and Environmenal Science ,Congqing Unversity , 400044 , Chongqing , China) 1

(College of Urban Const ruction & Environmental Engineering ,Chongqing University , 400045 , Chongqing , China) 2

Abstract : Based on the analysis of bubble motion in t he submerged abrasive water jet , a bubble motion e2
quation of t he submerged abrasive water jet was set up and t he characteristics of bubble collap se were in2
vestigated. The effect s of t he abrasive concent ration and ambient p ressure on t he time of bubble collap se

were simulated. It is shown t hat t he viscosity coefficient of fluid increases wit h t he abrasive concent ration

of t he submerged abrasive water jet , and t he time of bubble collap se becomes longer and cavitaing erosion

ability is weakened , while t he time of bubble collap se becomes shorter as t he ambient p ressure increases.

Keywords : submerged abrasi ve w ater j ets , bubble , col l a pse.

Steady State Response of Circular Tunnel in Saturated
Soil Based on Porous Medium Theory

L i u L i nchao1 　Yang X i ao2

( Institute of Applied Mat hematics and Mechanics , 200072 , Shanghai , China) 1

(Depart ment of Civil Engineering , Shanghai University , 200072 , Shanghai , China) 2

Abstract : Based on porous medium theory , the steady state response of a liquid2saturated circular tunnel is investi2
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